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Célculo I. Examen VII

Ejercicio 1 (2 puntos). Enuncia el Teorema de Bolzano-Weierstrass y el Teorema
de Complitud de R.

s Teorema de Bolzano-Weierstrass:

Toda sucesién (de ntimeros reales) acotada admite una parcial convergente

( {2,} acotada — d 0 : N — N estrictamente creciente )
n

tal que {2,(n)} converge

= Teorema de Complitud de R:

Sea {z,} una sucesion de nimeros reales, entonces:

{z,} convergente <= {x,,} de Cauchy

Ejercicio 2 (2 puntos). Justifica si las siguientes afirmaciones son verdaderas o
falsas:

1. Toda sucesién mondtona y mayorada es convergente.
Falso. Contraejemplo:
La sucesion {—n} es monétona (decreciente), mayorada (por 0) y no converge.

2. Siun A C R es no vacio y mayorado, existe al menos un mayorante positivo.
Sea M(A) el conjunto de los mayorantes de A y sea k € M(A). Entonces

k' = max{k,5} € M(A)
=— Verdadero
k' > 5 = k' positivo

3. Siun A C R es no vacio y minorado, existe al menos un minorante positivo.
Falso. Contraejemplo:

A={-2,8}, m(A) =] —oo,—2] = m(A)NR* =0

(ningtin minorante es positivo)

4. Toda sucesion que admita una parcial de Cauchy, es acotada.
Falso. Contraejemplo:

{z,} tal que xx% =0 Vn e N

m—1 =T
Admite una parcial de Cauchy, {z2,}. Sin embargo, es no acotada.

5. Si {z,} es una sucesién no acotada, admite una parcial divergente.
Verdadero. Demostracion:
(Dado k € R*, {p € N:|z,| > k} es infinito)
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Sea (1) = min{p € N : |z,| > 1}. Supuesto conocido o(n), jo(n+1)?
— . p>o0a(n)
a(n—l—l)_mm{pEN. |:1:p]>n+1}
Se tiene:

g(n+1)>o(n) (o es estrictamente creciente)
Zom)| > n = {|zom)|} — 00

Ejercicio 3 (2 puntos). Sean a y b dos nimeros reales distintos. Demuestra que:
n n+1 n+1

.y
Yo =4 vneN.

a—>b
k=0

Por induccién:

n n+1 _ pn+l1l
SeaA:{nEN:Za”_kbk:%}QN
a/_

i Es A inductivo? (1€ AySine A= n+1¢€A)

1 a? — b?
x (le A71eN, Y a™Mr=a+b= St
k=0 a — b
n anJrl _ bn+1
x Sine A, S av R = 7 (hipétesis de induccién)
k=0 -
— +1-kpk a"t? —
i 1le A? TR = — 7
in+1e l Z a "
k=0
Veamos:
7'L+1 . bn+1
n+1 k1k n+l—ki1k n+1l n—kik n+1 n+l
kzg b Za W+ b aZa v+ b —a_b + ot =
a 2 _ W + &bﬁa“’r _ bn+2 an+2 _ bn+2
_ = Si

a—>b a—>b
Donde en () he aplicado la hipétesis de induccion.

Luego A es inductivo (por el principio de induccién). Por tanto A = N, es decir,

n+1l _ pn+l

a b
Yo =" wneN
a—>b

Ejercicio 4 (4 puntos). Estudia la convergencia de las sucesiones:
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R e

{nB”(x/n+ —x/ﬁ)} n¥ (vn + —\/_) n(\/n+1 AD)
3ny/n+ 1+ 2n FNn+1+3 §" \/n—+1+(§)”

T (2 )(W—f
M+M( 3)“)

Estudiemos ahora por comodidad numerador y denominador por separado:

* Numerador:

n(\/n—H—\/ﬁ):n(\/n—l— —Vn)(Wn+l+vn)  nmwt+l-m)
Vn+1 Vn+1(vn+1+/n) n+1++/n(n+1)
1

A 1 1

— — — —
w o (1) o [ () g [t TH0+VT 2

n

* Denominador:

Por tanto,

{n3”(W—\/ﬁ)} Do

3"/n+ 1+ 27 1 2
. . 249
2. {z,} Definida por recurrencia: x1 =5, X, = 5 Vn € N.
x

Voy a demostrar que {z,} es decreciente y minorada por 3.

i3 < Xy <z, VYn €N? (por induccién)

* n=1 z,=31=34= 3<3,4<5 Si.

% Supuesto 3 < x,41 < x, (hipétesis de induccién), ;= 3 (<) Tpio (<) Tpa1?!
1 2

(1)

22, +9
2xn+1
= a2, — 67, +9 >0 ( —3)? {

n+1 n+1 Tn+41 ) >0 Si

Tpio = >3<= 12, +9> 61,4 <=
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(2)

22, +9
2$n+1
= 9<al,, <3<z, Si(porhipétesis de induccién)

2 2
Tpto = < Tpy1 < T, +9 <21,

Luego {z,} decreciente y minorada (por 3), luego es convergente. Por la uni-

cidad del limite y sabiendo que x,11 = xgggj
L?+9 L=3
27, L =3

Descartamos el —3 ya que z,, > 3 Vn € N.
Finalmente tenemos que la sucesion dada converge a 3.



